und t{iber die harmonischen Punkte eine Briicke zur ana-
lytischen oder Koordinatengeometrie geschlagen, die wir
allerdings nicht zeigen, da wir einen anderen Ubergang
in Hilbertscher Art durch den, ja ebenfalls projektiven
,MaB-Pascal* finden werden. Dies aber nur nebenbei.
Jetzt, interessiert uns die Art, in der wir die Harmonik
von vier Punkten in einem Doppelverhiltnis ausdriicken
koénnen. Dabei miissen wir uns zwei Dinge vor Augen
halten. Zuerst, daB ein Doppelverhiltnis dann in eine
Proportion iibergeht, wenn es den absoluten Wert eins

hat. Also
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wobei die beiden senkrechten Striche, die die Eins ein-
rahmen, wie bekannt, die Tatsache bedeuten, daB es sich
um die Eins schlechthin, unabhiingig von ihrem Vor-
zeichen, handelt. Wir konnten also auch schreiben:

F:E= +1

ist die Bedingung dafiir, daB ein Doppelverhaltnis in
eine Proportion iibergeht. Denn die Umformung der
Proportion in eine Gleichung ergibt sofort

%: i—g- oder a:b= + (c:d) oder,
was dasselbe ist, 4 (a : b) = c :d. Es geniigt nun ein
einziges negatives Glied der Proportion dafiir, daB das
ganze Doppelverhiltnis den Wert (— 1) bekommt. Denn

a:(—b)=c:d

a

ein Doppelverhiltnis als Ergebnis (—1) liefert, dann sind
entweder ein Glied oder drei Glieder der Proportion
negative GroBen, was nach arithmetischen Gesetzen
auf das Gleiche hinauslduft. Was aber heit nun eine
negative Strecke? Wir antworten, daB es sich dabei

wirde — =1, also (—¢):g = — 1 ergeben. Wenn
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